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Dieses Kurzskript basiert auf der Vorlesung Fourierreihen und Randwertprobleme, gehalten von Prof. Dr.
M. Hieber (AG Angewandte Analysis) an der TU Darmstadt im Sommersemester 2002. Es wurde von
Florian Greil <florian.greil@physik.tu-darmstadt.de> und Florian Schéfer <florian®@netego.de>
erstellt. Obwohl wir bemiiht waren Fehler zu vermeiden, kénnen wir natiirlich keinerlei Garantie iiber-
nehmen. Sachdienliche Hinweise, die zur Ergreifung von fliichtigen Fehlern fithren, werden aber auf
Wunsch vertraulich behandelt.
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1 DIE LAPLACE-GLEICHUNG

1 Die Laplace-Gleichung

1.1 Definition: harmonisch
Eine C%-Funktion v : Q — R, Q C R™ mit Au = 0 heiit harmonisch.

Notation: gemittelte Integrale mit w, als Volumen der Einheitskugel im R™

1
fly)dy = f fly)dy
Ji W e L)
1

ds = 7f ds
0w Ty W

1.2 Satz: Mittelwerteigenschaft fiir Laplace-Gleichung

Sei u € C?(2) harmonisch. Daraus folgt:

u(z) :JC udS = udy VB(z,r)C
oB(z,r) OB(z,r)

1.3 Satz: Umkehrung zur Mittelwerteigenschaft
Sei v € C?(Q) mit u(x) = faB(m) udS VB(z,r) C Q = u ist harmonisch.

1.4 Satz: Maximumsprinzip
Sei  C R™ offen, beschriinkt und u € C?(2) N C(Q) sei harmonisch auf Q. Dann folgt:

1. maxq u = max,g u

2. Falls © zusammenhéngend und z € © mit u(x¢) = maxgu = u = const.

1.5 Korollar: Eindeutigkeit der Losung

Sei 2 zusammenhingend, dann ex. hichstens eine Funktion u € C2(Q) N C(Q) mit Au = 0 in
und u = g auf 092, g : 02 — R" stetig.

2 Distributionen

Sei 2 C R”™ offen. Setze D(Q2) := C°(2) (d.h. beliebig oft stetig differenzierbar mit kompaktem
Triger) als Raum der Testfunktionen.

2.1 Definition: Konvergenz

Sei (p,) C D(Q). Wir sagen ¢, — ¢ in D():<
1. 9K C Q kompakt mit supp ¢, C K Vn € N
2. lim,, 0 | D%, — D%pl|00 = 0 Vo

2.2 Definition: Schwartz

Wir setzen D'(Q) := {T : D(Q) — C,T linear und stetig}. Die Elemente von D’(Q2) heifien
Distributionen. Hierbei bedeutet T : D(Q2) — C stetig: ¢, — ¢ in D(Q) = T'(vyn) — T(p) in C.

2.3 Satz: Aquivalenz zur Distribution
Fir T : D(?) — C linear sind #quivalent:

1. T ist Distribution

2. VK C Qkp. 3¢ > 03N € No : [T(p)| < ¢34 <n 1D%0llo
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2 DISTRIBUTIONEN

Notation: (T, ¢) :=T(y)

2.4 Beispiele: Distributionen von Dirac und Cauchy
1. Dirac-Distribution: dq,a € £, (dq,¢) = p(a),p € D(Q), dann ist d, € D'(Q)

2. Cauchy-Hauptwert: Q = R, f(z) = 1 ¢ LY(R) = fR “"gf) ex. nicht Vo € D(Q). Wir def.
(pvi, @) = limg flw|>e £@) qg, € D(Q), pv heiit Cauchy Hauptwert.

x

2.5 Beispiel: T} Distribution
Sei f € Ll (). Dann def. (T}, ) := fQ fe dz eine Distribution Ty auf D'(Q).

loc

2.6 Satz: Fundamentallemma der Variationsrechnung
Sei f € L{.(2). Dann gilt Ty = 0 in D'(Q) < f = 0 fast iiberall.

loc

2.7 Definition: Konvergenz von Distributionen
Seien T,,,T € D'(Q2) Vn € N. Dann konv. T,, — T in D'(Q) :& (T, ¢) — (T, ¢) Yo € D(Q).

2.8 Beispiel: Konvergenz
Sei f € L*(R), || flloc =1, f 2 0. Setze fe(z) = & f(2),e > 0. Dann: T}, — bo.

n _lz|?

Beispiel: Gauf-Kern: k(x) = (2m) " ze™ 2

2.9 Multiplikation mit einer Funktion

Sei a € C*(Q),T € D'(Q). Setze (aT, ) := (T, ap),p € D(Q).
Beispiel: ad = a(0)d, denn (ad, p) = (J, ap) = a(0)p(0) = a(0){d, ¢)

2.10 Ableitung einer Distribution
DT wird definiert via (DT, ¢) := (—=1)I*lT, D), p € D(Q).

2.11 Beispiel: Ableitung der Heavyside-Funktion
1L,x>0
0, <0

— [T ¢/ () da = ¢(0) = (5, ¢), also H' = 4.

Die Heavyside-Funktion H(x) = { . Dann ist H € D'(Q) und (H',p) = —(H,¢') =

2.12 Der adjungierte Operator
Sei A =3}, <; @aD® ein Differentialoperator mit konst. a, € C. Sei T' € D'(92).

(AT, 0) = (D" aaDT,0) 2 3 (=1)lag (T, D) = (T, Y (~1)*lag D*p) =: (T, A*¢p)

laj<m lal<m lal<m

mit A* = Zla‘gm(—l)maQDa als Adjungierte zu A, also (AT, ) = (T, A*p).

2.13 Translation
Fiir a € R", T € D'(R") setze T,p(z) := p(z — a). Translation von T' def. via (7,7, ¢) = (T, Tap)

2.14 Spiegelung
Fiir ¢ : R” — C setze ¢(z) = p(—z). (T, ) := (T, ), ¢ € D(R?)

F. Greil, F. Schéfer FOURIERANALYSIS & RANDWERTPROBLEME 2



3 FUNDAMENTALLOSUNGEN

2.15 Faltung
Sei g € D(R™), f € L .(R™). Setze h(y) := f(y)g(x —y),z € R™

loc

(Fea)a) = [ gla=)f)dy = Ty 70)

2.16 Definition: Faltung einer Distribution

Sei T € D'(R™), p € D(R™). Wir setzen (T * ¢)(z) := (T, To) mit z € R™.
Beispiel: (d % ¢)(x) = (0, Top) = (T)(0) = p(z), d.h. ¢ ist Identitdt bzgl. Faltung.

2.17 Ableitung von T x ¢
Sei T € D'(R™),p € D(R") = T % p € C*°(R") insbesondere 9;(T * p) =T % (0j¢) = (0;T) * ¢

2.18 Theorem: L6sung von Au = f

Sei A =3}, <m @a D" ein Differentialoperator mit konst. Koeffizienten a, € C. Sei T' € D'(R")
mit AT = ¢. Dann ist fiir f € D(R") die Funktion u := T * f eine Losung von Au = f (im Sinne
von Distributionen).

2.19 Definition: Fundamentall6sung
Sei A =3, < @aD® ein Differentialoperator mit konst. Koeffizienten a, € C. Sei T' € D'(R")

mit AT = ¢. Dann heifit T Fundamentallsung von A in R™.
3 Fundamentallésungen

3.1 Theorem: Fundamentallosung fiir A
Fiir z € R"\{0} mit dem Oberfliichenmaf} w,, der (n — 1)-dim. Einheitssphire S"~! setze

{ L ~i|x\2’" fiir n > 3

2—n
> In|z| fiir n =2
1td firn=1

O(x) =

Dann ist ® € L _(R™) und A® =§

loc

3.2 Korollar: Laplace-Gleichung
Sei f € D(R™). Dann ist u := ®x* f eine Lsg. der Gleichung Au = f (im Sinne von Distributionen).

3.3 Helmholtz-Gleichung
Fiir k € R setzte V(z) := —-L <E2D 1nip 7 e R3\{0}. Dann gilt: (A + k2)V = 6.

4 |z

4 Fouriertransformation

4.1 Definition: Schnell fallende Funktionen
Der Raum S(R™) der schnell fallenden Funktionen ist definiert durch durch

SR") = {f € C*®), | fllas = sup [¢D" (x)] < o0 Vo, B)

4.2 Definition: Fouriertransformation (FT)

Sei u € S. Die Fouriertransformierte @ von u ist definiert als

n

a(€) := Fu(€) ::f e" @y(x)dz € e R"

F. Greil, F. Schéfer FOURIERANALYSIS & RANDWERTPROBLEME 3



4 FOURIERTRANSFORMATION

4.3 Satz: Eigenschaften der FT

1. Die Fouriertransformation ist eine lineare, stetige Abbildung von S nach S.
2. (D*u)(§) = (i€)*a(€)
3. ((—iz)l*lu) (€) = D*a(E)

Zusatz: (f;) konvergiert gegen f in S : [|fn — fllm := Suba<im |g1<m 1fn — Fllas =0

4.4 Beispiel: FT
Sei f(x) = exp (—%) = f(&) = (2m)% exp (—@) M.a.W. (27)% ist Eigenwert zum Eigen-
vektor f der Fouriertransformation.

4.5 Rechenregeln

Sei f,g € S, sowie (1, f)(z) := f(z —y) (Translation), (m, f)(z) := e*®¥ f(x) (Multiplikation),
d.f(z) := f(azx) (Ditalation), dann gilt:

4.6 Definition: Inverse Transformation

Die inverse Transformation ist fiir v € S(R™) definiert via:
a(x) = (Ftu)(z) :== (27) ™" fei<‘”’5>u(§) d¢ zeR”

4.7 Theorem: FT ist Isomorphismus auf S

Die Fouriertransformation ist ein Isomorphismus auf S(R™), d.h. (@)= u, u € S(R™).

4.8 Lemma: Faltung und schnell fallende Funktionen
Sei f,g € S. Dann gilt: fxge S

4.9 Theorem: Verbindung zw. FT und Faltung
Seien f,g € S(R™). Dann gilt:

L (fxg)= /9

2. (foy = @2m)"(f*d)

3. [fgde = (2r)™" [ fgda (Parseval’'sche Gleichung)

4.10 Beispiel: Warmeleitungsgleichung
Gesucht ist die Losung folgender PDE (partial differential equation):

O 1) = Ault, @), u(0,2) = wolx), >0,z € E"

Wende FT bzgl. z an: 4,(&) = —|€|%a(€), @(0,€) = 1ip(€), dies ist eine ODE (ordinary differential
equation) mlt der Losung: (&) = do()e e = u = (@) = F (e 1) x ug. FL(e 1) =
(47t)~3 el =: k¢, also ist die Losung der WLG gegeben durch: u = k; * ug.

F. Greil, F. Schéfer FOURIERANALYSIS & RANDWERTPROBLEME 4



5 FUNDAMENTALLOSUNGEN DURCH FOURIERTRANSFORMATION

4.11 Definition: temperierte Distribution

Eine temperierte Distribution ist eine stetige Linearform auf S:

S'(R™) :={T:S — C, T temperierte Distribution}

4.12 Definition: Standardoperationen
Sei T € S'(R™), p Polynom, ¢ € S(R™). Wir definieren:

(DT, ) := (=1)/*UT, D), (pT, ) := (T, pp)
Dann gilt: DT, pT € S'(R™).

4.13 Definition: FT auf 5’
Fiir T € S'(R") ist T oder FT definiert via (T, ) := (T, ), ¢ € S.

4.14 Theorem: FT ist Isomorphismus auf S’
Die FT ist ein Isomorphismus auf S’(R"). Die inverse FT ist: (F 1T, ) = (T, F~1p).

4.15 Beispiele

Sei p € S.
L (6,0) = (0,0) =¢(0) = [ 1-p(a)dz = (L) =d=1
15— 2m)ns

3. (@) =310 j<m Gt = P =D aa(z*1)" =3 aail®' D1 = 3" an(2m)"ilI DS

4.16 Fundamentallésung durch Fouriertransformation
Sei A = Zm\gm ao D? ein Differentialoperator mit a, € C (insbes. A, 9 — A, 0y — A, 00 — A).

e Ziel Finde Fundamentallosung fiir A, d.h. finde T' mit AT = §

e Strategie (AT)" 4L p(i€) = T und 5 *2*1 also p(i&)T

e Ansatz T = %, falls dies losbar ist, so ist 7' Fundamentallésung von A.

4.17 Theorem von Plancherel

Sei f € L2(R™). Dann f € L2(R™) und Skalarprodukt: (f]§) = (27)"(f]g) mit f,g € L2
Ferner ist F Isomorphismus auf L?(R™).

5 Fundamentallésungen durch Fouriertransformation

5.1 Die elliptische Gleichung
Gesucht ist die Lésung zu —Au+u = f im R". Sei dazu f € L2(R™). FT: (|€2+1)a(€) = f(€),€ €
R™ = a(¢) = 4%, also u(e) = i(x) = F* (e () (@) = (]—‘*1 (e ) * /) (@) Mit

F1 (ﬁ) = ((Z:)n/z fo —te ltl/;“) dt =: B(z) folgt als Losung:
e-le=vl?/(a0)
u(z) = (B f f — [y dydt
() n t

F. Greil, F. Schéfer FOURIERANALYSIS & RANDWERTPROBLEME 5



6 RANDWERTPROBLEME, FUNDAMENTALLSG.: KLASSISCHE THEORIE

5.2 Warmeleitungsgleichung

Die FT der WLG u; — Au = 0,z € R", ¢ > 0,u(0) = up(z),z € R™ bzgl. x liefert: u.(§) +
£2a(€) = 0, 4(0) = ig(€) (ODE) = a(¢) = e~ 8 a0 (€). Also ist u = kq * ug Lsg. der WLG mit
ky(z) = (4mt)~ 5 e~ 1o/ (4D Explizit:

1 _lz—y|? n
U(I,t)zwfk‘ne 4t uo(y)dy,IGR ,t>0
5.3 Schrédingergleichung

Es gilt: u; — iAu = 0,2 € R",t € R,u(0) = ug(x). Die FT bzgl. z: 4,(&) + i¢|?a(€) = 0,4(0) =
1ip(€) (ODE) = 4(&) = ei”é'zﬁo(f) ist Lsg. der ODE. Daher ergibt sich Formal aus der WLG:

1 _ilz—y|? n
u(x,t)sz”e T uo(y)dy,x € R",t >0

Exkurs iiber die Heisenberg’sche Unschirferelation f und f konnen nicht gleichzeitig
auBerhalb endlicher Intervalle verschwinden, falls nicht f = 0 gilt.

2 2 ~
Mit der Standardabweichung A, f := % gilt: Agf - Ao f > i, a,a € R.

5.4 Die Wellengleichung

uy — Au =0,z € R" t > 0; u(0,z) =ug(z),z € R"; u(0,2) = ui(x),z € R™.
FT bzgl. x liefert: 4y + |£20 = 0,¢ > 0;4(0, &) = 19(€), 4 (0, &) = a1 (€).
Lose fiir n > 1 mit Hilfe der Laplace- Transformation (vgl. Bsp. 5.5):

LEN) = f e Mu(t)dt
0
Es ergibt sich unter der vereinfachenden Annahme u; =0, d.h.
Ut — Av = 0
u(0) = g

somit fiir die Fundamentallésung in ungeraden Dimensionen > 1 die Darstellung
(mit v, :==(n—2)(n—4)...5-3-1):

n—1
10 /10\ %
H=—=—1[(== 2 d R™, ¢t >0

5.5 Beispiel: Laplace-Transformation

Wende Laplace-Transformation an auf Warmeleitungsgleichung

(e 2 ne

Dann gilt ALv(z, \) = fooo e MAv(x,t)dt WLG fooo e Moy (z,t) dt

= e”‘tv|gC + fooo e My(x,t) dt = v(0) + ALv(z, \). Fiir u := L(v) gilt: —Au+ u = f.

6 Randwertprobleme, Fundamentallsg.: klassische Theorie

Im Folgenden sei 2 C R™ offen, beschriankt und 09 glatt. Fiir f: Q@ — R, g : 9Q — R betrachte:
¢ Dirichlet-Problem (DP): Finde u: Q — R mit Au = f in Q, u = g auf 00
¢ Neumann-Problem (NP): Finde u: Q — R mit Au = f in , d,u = g auf 00

F. Greil, F. Schéfer FOURIERANALYSIS & RANDWERTPROBLEME 6



6 RANDWERTPROBLEME, FUNDAMENTALLSG.: KLASSISCHE THEORIE

6.1 Bemerkung zu Dirichlet- (DP) und Neumann-Problem (NP)

1. Maximumsprinzip = Losung von (DP) ist eindeutig

2. keine Eindeutigkeit bei (NP), da mit u auch u + ¢, ¢ € R Losung ist

6.2 Teilweise homogenes (DP)

Betrachte . )
1){ Au = finQ 2){ Au = 0inQ

ulpgg = 0 uan = g

Dann sind 1) und 2) im ,Wesentlichen“ &quivalent, d.h. ist 1) 16sbar, dann sei § Fortsetzung auf
Q mit g € C?(Q). Dann besagt 1): Jv : Av = Ag in Q und v|pg = 0. Setze w = § — v = w 16st
2). Ist umgekehrt 2) losbar, dann setze w = w4+ E * f (E Fundamentallsg.), wobei u Losung von
Au=0in Q und u|gg = —F * f|oq ist = w 16st 1).

6.3 Satz von Green
Seien u,v € C%2(Q) N CH(Q),u,v : Q — R. Dann gelten:

1. fBQ vo,udo = fQ vAudx + fQ VoVudzx
2. fag(vauu —ud,v)do = fQ(vAu — uAv)dz

Sei E Fundamentallsg. von AE = 4. Setze f(z ) als tr1v1ale Fortsetzung VOIl f(z) = Ex f ist
Lsg. von Au = f in R” = Fiir y € Q ist y — u(y fQ x) dx.

Problem: u erfiillt i.A. nicht die Randbedlngungen

Idee: Versuche durch Add. einer Fkt. v : Q — R, v harmonisch in €2, die Randbed. zu erfiillen,
d.h. def. . — G(z) := E(y — z) + v(z),z € R. G ist Fundamentallgsung im Punkt y € €.

6.4 Lemma: Green’sche Darstellungsformel

Seien u,v € C*(Q)NCL () mit Av = 0 in 2. Ferner sei G(z) := E(y —z) +v(z),z € Q,y € QA =
= [, GAudz + [ (ud,G — Gd,u)do(z)

6.5 Korollar: Green fiir (DP)
Ist u € C2(Q) N C*(Q) Losung von (DP), dann gilt u(y) = fQ Gfdz+ fag(g&,G — Goyu)do

Bemerkung Falls G|, = 0, dann hat man v« durch f und g ausgedriickt.

6.6 Definition: Green’sche Funktion 1. und 2. Art
Eine Funktion G : Q x Q — R heifit Green’sche Funktion fiir Q falls

1. G stetig auf Q x Q
2. Vy € Q ist die Funktion y — G(z,y) — E(y — x),x € Q harmonisch

3. G =0 auf 99 (1. Art) oder 0,G = auf 0 (2.Art)

S
p(082)
Bemerkung Definition 1. Art macht auch Sinn fiir Q C R” offen.

6.7 Satz: Stetige Fortsetzung

Sei g € C(0) und u : Q — R definiert als u(y JéG x)0,,G(y,x)do(x) = u besitzt stetige
Fortsetzung auf Q mit ul,g, = g

6.8 Bemerkung: Poisson-Kern und Integralformel

Die Funktion (y,x) — 0,,G(y,x) (y,x) € Q x 9Q heifit Poisson-Kern fiir Q und u(y) =
faG x)0,,G(y,x) do(x) heiBit Poisson-Integralformel fiir das (DP).
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7 Das Dirichletsche Prinzip

Sei Q C R™ Gebiet, Au=0in Q, u = g auf 09Q.

7.1 Theorem: Dirichletsches Prinzip
Mit der Energiefunktion E(w) gilt:

1 _
E(w) = 5 f‘|Vw|2d:1:7 we A:={weC*Q),w =g auf 00}

1. w erfiille F(u) = min,ea E(w) = u 16st (DP)
2. Sei u € C?(Q2) Losung des (DP) = E(a) = min,eca E(w)
7.2 Lemma: konvexes Dirichletintegral
Das Dirichletintegral ist konvex, d.h. |E(u)| = § [ [Vu|?* erfiillt
Etu+(1—tv) <tEu)+(1—-t)E(v) 0<t<1l, uveA

7.3 Definition: Sobolevraum
Fiir I = (a,b) definieren wir den Sobolevraum H'(I) durch

b b
HY(I) = {u € L*(I) : 3g € L*(Q) mit f ug’ = —f g Vo e CF(I)}
und nennen Du := g die schwache Ableitung von u.

Bemerkung
e g ist eindeutig bestimmt.

e Definiere ein Skalarprodukt als
(ulv)gr(ry = (uv) 2y + (W'|[v") 21

o H'! ist ein Hilbertraum, wenn man folgende Norm definiert:
2 12 1/
sy += (ullzqr + 12

7.4 Definition: H]

——H
Fiir —0o < a < b < 0o setze Hj := C®

7.5 Lemma: Eigenschaften von H}
u € H}(a,b) & u(a) = u(b) = 0.

7.6 Theorem: Ungleichung von Poincaré

Wenn die Gradientenfolge konvergiert, konvergiert die Folge selbst. Formal:

—co<a<b<oo = Je€R:|ulpem <2y Vu € Hy(a,b)
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7 DAS DIRICHLETSCHE PRINZIP

7.7 H™ Rdume
Sei © C R™ offen.

0
HY(Q) := {uELQ(Q):Elgl,...,gneLQ(Q):Luai:—Lgigb, ¢ e C(Q), i:l,...,n}

Dann heifit g; schwache Ableitung von u in Richtung x;. Definiere ferner fiir m > 2:

~Ou

H™(Q) := {u € H™"1(Q) cH™YQ), i=1,.. n}
Dann gilt:
u€ H™(Q) < u € L*(Q) und Yo mit |a| < m ex. g, € L : quagZ) = (=1)l fgagb

Des weiteren gilt: f € H™(Q) = u € H™2(Q) und ||ul|gm+2 < || f||gm-
Dabei gilt: H™(Q) ist ein Hilbertraum, wenn man es mit folgender Norm versieht:

lallzm = | > I1Dul3
lor|<m

7.8 Satz: Charakterisierung von Sobolevraumen
Sei m € NU {0}. Dann:

1. u€ H™(R") & € — (14 [¢]2)Fa(¢) € L2(R™)

2. Aquivalent sind die Normen ||u|

e und (f, [F©R+[eR)mae)”
3. Lemma von Sobolev: H*(Q) C C*(Q) falls s > k + %

7.9 Theorem: Existenz einer eindeutigen Losung des (DP)

Sei Q C R™ beschrinktes Gebiet mit 0S) glatt, dann besitzt das Problem

Au = f inQ
u = 0 aufof

genau eine Losung u € C?(Q0), falls f € H™ () und m > %

7.10 Schritte zur Losung des (DP)
Das (DP): Au = —f in Q, v = 0 auf 99 wird durch folgende Schritte geldst:

1. Schwache Formulierung des Problems:

L—Au-v:js;f-v,veH&(Q)éjS‘)Vqu:Lfv,UEH&(Q) (%)

Eine schwache Lésung des (DP) ist eine Funktion u € H}, welche (x) erfiillt.
2. Finde via Dirichletschem Prinzip eine eindeutige, schwache Losung.
3. Regularitatsgewinn der schwachen Losung via Lemma von Sobolev

4. Riickkehr zur klassischen Losung
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8 Andere Losungsmethoden

8.1 Separation der Variablen

Zur Vermittlung der Technik ein konkretes Beispiel: Betrachte die Warmeleitungsgleichung in

beschrianken, offenen Gebiet 2 C R™, d.h.

w—Au = 0 inx(0,00)
(8.1) ulgo = 0 in (0,00)
=g = g inQ

Ansatz: u(z,t) = v(t)w(z), = € Q,t > 0. Dann gilt:

u(z,t) = v (t)w(x)
Au(z,t) = v(t)Aw(x)
= 0 = u(z,t) — Au(z, t) = v (Dw(@) — v(t) Aw(z) < % = %, reNt>0
=3dJueckR: % =pu= %

Also ist mit den gegebenen Anfangs- und Randbedingungen zu lésen:
1. v (t) = po(t), t >0
2. Aw(z) = pw(zx), z € Q

zul:v(t)=cet t >0

zu 2.: Wir sagen: A ist Eigenwert (EW) von —A auf © mit Dirichlet-Randbedingungen (DRB),

falls w # 0 existiert mit:

—Aw = Alw inQ
wa0 0

Eigenwertproblem (EWP) {

w heifit Eigenfunktion (EF) von —A zum EW .
Zuriick zu Problem (8.1): Falls A EW mit zugehérigen EF w, setze

At

w=—-Aund u(t,z) = ce” Mw(x)

Dann gilt: uy(z,t) = —Ace Mw(z), —Au(z,t) = Aee Mw(z), also:

u — Au 0 inQx (0,00)
ulpg = 0  in (0,00)
ugmo = cw auf Q

somit 1ost u (8.1), falls g = cw.

Allgemeiner: Sind Aj,..., A\, EW mit EF wy,...,w, = u(z,t) = Y70 cje Mtw;(z) ist

j=1
Losung von (8.1) zum Anfangswert g = 27:1 Cijw;.
Der Raum, in dem g liegt (z.B. C(€2)) ist i.A. unendlich dimensional, deshalb ...

Noch allgemeiner: Sei (A\;) Folge von EW mit der zugehdrigen Folge von EF (w;). Falls
g =Y 1o, crwy, dann ist u(z,t) = Yoo | cpe Mlwy(z) ein Kandidat fiir die Losung von (8.1).

Bleibt nur noch die Frage, welche g sich wie oben darstellen lassen.

F. Greil, F. Schéfer FOURIERANALYSIS & RANDWERTPROBLEME
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8 ANDERE LOSUNGSMETHODEN

8.2 Wairmeleitungsgleichung in einer Dimension
Betrachte (8.1) fiir Dimension n = 1 und Q = (0, 27). Dann EWP die Gestalt:

—w” = dw in (0,2m)

{w(O)zw(27r) = 0

Als Ansatz wihlt man w(z) = Asin(v/Az) + Bcos(vVAz), V21 = 2rk mit k € Z.
Die Randbedingungen lauten

0 = w(0)=B

0 = w(@r) = Asin(vier) &M k%, k € N\{0}

Also ist w(z) = sin(kx) Eigenfunktion (EF) zu EW A\, von —A = —dd—; auf (0,27) mit DRB.
Gilt w(z) = Y 7, exsin(kz) (), dann ist

u(w,t) = cheszt sin(kz) mit (z,t) € (0,27) x (0, 00)
k=1

Kandidat fiir die Losung von (8.1). Also lautet die Frage: Welche g haben die Darstellung (x)?
Sind w, g stetig, dann ergibt sich mit der Vertauschbarkeit der Spuroperatoren folgende Kompa-
tibilitdtsbedingung aus (8.1):

g‘OQ = u(l'ao)|a§z = (u(x,t)|t:O)\09 = (u(a:,t)|aﬂ)|t:0 =0

Gilt g € C((0,27)) mit g(0) = g(27) = 0, dann hat die Fourierreihe (FR) von g die Darstellung
g(x) = Z ay, sin(kx) z € (0,2m)
k=1

Zusammenfassung Ist g € C((0,27)) mit g(0) = g(2m) = 0 und g(z) = > 7=, ax sin(kx) mit
x € (0,27) die FR von ¢ (die fiir g € C((0,27)) existiert), dann ist

u(x,t) = Z age sin(kx)
k=1

die Lésung von

w(z,t) —u’(z,t) = 0 (x,t) € (0,27) x (0,00)
u(0,t) =u(2m,t) = 0 t € (0,00)
u(z,0) = g(z) =z € (0,2m)

8.3 Wellengleichung in einer Dimension

ug —Au = 0 (z,t) in Q x (0, 00)
ul = 0 in (0,00)
8.2 0% o
(8.2) ul,_g = g inQ
Ul,y = h inQ

Ansatz: u(z,t) = v(t)w(z),z € Q,t > 0. Dann gilt:

A A
Ut 20 e 0t>0 = JueR: My =Y scait>o0
v w v w
Setze u = —\, dann sind mit den Anfangs- und Randbedingungen zu 16sen:

1. ’Utt(t) = —)\v(t), t> 0
2. —Aw(z) = w(z), r € Q
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zu 1 v(t) = CretVA 4 Che VA ¢ >0
zu 2.: Analog zu (8.1) sei w, eine EF zum EW )\, dann ist

oo

u(z,t) = Z (ckeiw‘_’”‘twk(m) + dke_imtwk(x)) , zeQt>0
k=0

ein Kandidat zur Losung von (8.2) zu den Anfangswerten

g(@) = (er+d)wi(x)  h(@) = iv/Neler — di)wp(z)
k=1 k=1

Wieder stellt sich die Frage, fiir welche Anfangswerte eine solche Darstellung gefunden werden
kann, d.h. fiir welche Rdume X bilden die Eigenfunktion von A mit Dirichlet-Randbedingungen
eine Basis von X7 Die Antwort liefert eine Verallgemeinerung des Spektralsatzes auf Hilbertraume
und Operatoren.

8.4 Basis des Laplace Operators

Bestimme also eine ,,Basis“ aus EV des A von L?(Q)), welche dann zu einer Losungsdarstellung
von uy — Au = f bzw. uy — Au = f in Q fiihrt.
Hierzu: Sei 2 C R™ offen und (mit a € C(Q2))

Aut+au = f inQ
(P){ u = 0 auf 00

Die schwache Lésung von (P) ist u € Hg(£2) mit

fVqu+fauvfffv VUGHO( )

Wie erhélt man die schwache Losung? Sei a(u,v) := fQ VuVv — fQ auv und b(v) := —fQ fu,
dann gilt: a ist eine stetige Bilinearform auf Hg(£2) und b eine stetige Linearform auf HL(Q).

Ist a koerziv, d.h. a(u,u) > CHUH%JI(Q)? Da 2 beschrénkt, folgt mit der Poincaré’schen Unglei-
chung, dass dem so ist. Mit der Poincaré-Konstanten cq gilt:

1 1
() > elluls gy + (— supa—< (1 - —)) ull
cQ zeQ o

Das heifit, fiir A := sup, g a(r) gilt:
Lemma Falls a koerziv ist, existiert eine eindeutig bestimmte schwache Losung von (P).
Definition Betrachte C% — A < 0. Definiere nun

ax(u,v) := a(u,v) + )\f wv mit A € R
Q

Mit dem Lemma folgt, dass a koerziv ist, falls
1 1
S5 —A+A>0eA>A4A- -
‘a cQ
Fixiere Ao > A — -, dann existiert genau ein u* € Hj(Q) mit ax, (u*,v) = (ulv)2,v € Hg(9Q).
Q
Die Abbildung u +— u* induziert eine lineare Abbildung Ry, : L*(Q) — Hg () mit:
o Ry, : L?(Q) — H}(Q) ist ,stetig*.
o Ry, : L*(Q) — L*(Q) ,kompakt“, d.h. sie bildet die Einheitskugel in L?(Q2) ab in relativ
kompakte Mengen in L?(Q), deren Abschluss also kompakt ist.
Satz Fiir A\ € R ist u € H{(2) schwache Losung von
Au+au—Au=f < Ywdu:u+ (A— ) R(No)u =w
Das ist nun eine Operatorgleichung (statt eines EWP) der Form (p — Id)Tf = g.
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